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MATHEMATICS 
SUR UN THEOREME DE M. LUXEMBURG CONCERNANT LES 
POINTS FIXES D'UNE CLASSE D'APPLICATIONS D'UN ESPACE 
METRIQUE DANS LUI MEME 
PAR 
A. F. MONNA 
(Communicated by Prof. H. D. KLOOSTERMAN at the meeting of September 24, 1960) 
M. LuxEMBURG [I] a montre un theoreme concernant les points fixes 
de certaines contractions dans les espaces metriques en vu d'une appli-
cation aux equations differentielles. Je veux montrer dans cette note 
qu'on peut generaliser Ce theoreme dans deux directions, a savoir JO. pour 
les espaces uniformes, non necessairement metriques, et 2°. par rapport 
a des suites de contractions. 
§ I. Soient E un espace uniforme et U la structure uniforme sur E. 
La topologie sur E soit celle, induite sur E par U. Nous supposons que 
cette topologie, et done la structure uniforme, est separee et que l'espace 
est complet, c'est a dire que toute suite de Cauchy est convergente dans E. 
Rappelons que U peut etre detinie de la fa9on suivante [2]. 
On entend par un ecart sur E toute application f de E x E dans 
l'intervalle ferme [0, + =] de la droite achevee R, possedant les proprietes: 
I. J(x, x) = 0 pour tout x E E 
2. J(x, y) = j(y, x) pour tout x, y E E 
3. f(x, y) ;;;,j(x, z) + f(z, y) pour tout x, y, z E E. 
Il existe alors une famille r d'ecarts j.(t E I) surE telle que la structure 
uniforme detinie par cette famille est identique a U. Pour que U soit 
separee, il faut et il suffit que pour tout x, y E E, X =I= y, il existe un indice 
t E I tel que 
J,(x, y) =1= 0. 
On a maintenant le theoreme suivant. 
Theoreme I. Soit T une application de E dans lui-meme satisjaisant 
aux conditions suivantes : 
I. Il existe une suite de nombres O,(t EI) et de nombres O<e <l(t EI) 
telle qu'on a 
j,(Tx, Ty);;;,eJ,(x, y) 
pour tout (x, y) E E satisjaisant a 
j,(x, y);;;;, 0, t E I. 
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2. Soit Xo E E un element arbitraire deE et posons Xn=TXn-l, n= I, 2, ... ; 
il existe alors un indice N(xo) tel qu'on a 
j,(xn, Xn+l):;;;;C, pour n;?;N(xo), l= I, 2, ... , t E I. 
Proposition: la suite {xn} converge dans E vers une limite yo satis-
faisant a 
Tyo=yo. 
Remarque. Le theoreme de M. Luxemburg, qui a rapport aux 
espaces munis d'une metrique generalisee (la distance n'est pas neces-
sairement finie), est un cas particulier du theoreme I. Puisqu'une structure 
uniforme est metrisable si la famille r des ecarts est denombrable, le 
theoreme I n'est une generalisation du theoreme de M. Luxemburg que 
si r n'est pas denombrable. 
Demonstration. On peut suivre la demonstration de M. Luxemburg. 
Montrons que la suite {xn} est une suite de Cauchy. Pour cela, soit V 
un entourage arbitraire de la structure uniforme U. D'apres la remarque 
precedente concernant la definition des structures uniformes, on peut 
supposer que V est definie par un nombre fini d'ecarts de I' en ce sens 
que (x, y) E V s1 
Po sons 
j,k(x, y):;;;;s, k= I, ... , n, s> 0. 
C = max C,k, 
l;;;;k;;;;n 
e = max e,k. 
l;;;;k;;;;n 
On a 0 < e <I. On montre de la meme fa<;on que M. Luxemburg que 
pour 
n;?;N, l= I, 2, .... 
II existe done N';?;N tel qu'on a 
j,k(Xn, Xn+l):;;;;s pour n>N' l= I, 2, .... 
En vertu de la definition des suites de Cauchy dans les espaces uniformes, 
{xn} est done une telle suite et, puisque E est complet, la suite {xn} a 
une limite yo dans E. Puisqu'un seul ecart definit aussi des entourages, 
on a 
Ensuite on a 
et done si l __,_ oo 
j,(xn, yo) __,_ 0 pour tout t E I. 
j,(Xn, yo) $.J,(xn, Xn+z) + f,(Xn+l, yo):;;;; 
:;;;; C, + j,(Xn+l, yo), (n;?; N) 
f,(xn, Yo)$.0., lEI, 
IH 
pour les valeurs de n suffisamment grandes. Done 
j,(Tyo, Yo) ~j,(Tyo, Xn) + j,(xn, yo)= 
d'ou il suit 
= j,(Tyo, Txn-1) + j,(xn, Yo)~ 
~ eJ,(yo, Xn-1) + j,(Xn, Yo) 
j,(Tyo, yo)= 0, t E I. 
Puisque E est separe, il s'ensuit 
Tyo=Yo· 
En posant une condition supplementaire a T l\1. Luxemburg montre 
que cette solution de !'equation Ty=y est uniquement determinee. Un 
tel resultat est aussi possible dans notre cas. N ous posons pour cela la 
condition suivante: 
3. Pour tout couple de solutions (points fixes de l'application T) y1 et Y2 
on a 
j,(y1, yz) ~0., t E I. 
Sous cette condition supplementaire on a 
et puisque O<e,< 1, done 
d'ou il suit y1 = Yz puisque la structure uniforme est separee. 
On peut appliquer ce theoreme aux espaces localement convexes 
separes complets sur un corps value K puisque ces espaces sont des 
espaces uniformes. Si w parcourt un systeme fundamental de voisinages 
de !'element neutre e, les ensembles des elements (x, y) de EX E tels 
que x-y E w, forment un systeme fondamental d'entourages d'une 
structure uniforme sur E, compatible avec la topologie sur E. On sait 
que la topologie sur ces espaces peut etre definie par un systeme r de 
semi-normes p,(t E I) [4). Designons par A !'ensemble 
{xlp,(x) ~0,; t E I}, 
ou C,(t E I) sont des nombres > 0. 
L'application du theoreme 1 donne alors: 
Soit T une application de E dans lui-meme, satisjaisant aux conditions 
suivantes: 
1. Il existe un ensemble A et un element A E K, 0 < lA I< 1, tels que la 
relation x-y E w, ou w est un voisinage arbitraire de e contenu dans A, 
entra£ne 
Tx-Ty EAw. 
lei AW est le voisinage de e, se composant des elements AX, X E w. 
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2. Soient Xo E E et Xn = Txn-1, n = I, 2, ... ; il existe alors un indice 
N(xo) tel que 
Xn-Xn+l E A pour n;;;;;.N(xo), l= I, 2, .... 
Proposition: la suite {xn} converge dans E vers une limite y0 satis-
jaisant a 
Si on pose de plus la condition 
3. Pour tout couple y1 et yz de points fixes de T on a 
Y1-Y2 E A, 
on montre que y1 = yz de sorte que le point fixe est determine d'une ja9on 
unique. 
§ 2. Une autre generalisation du theoreme de M. Luxembourg a 
rapport aux suites de contractions. 
Soit E un espace metrique generalise complet tel que M. Luxemburg 
a considere. La metrique sera designee par d(x, y). On a le theoreme 
suivant. 
Theoreme 2. Soit {Ti}, i= I, 2, ... une suite d'applications deE dans 
lui-meme, satisjaisant aux conditions suivantes: 
I. Il existe un nombre 0 > 0 et un nombre 0 < e < I tel qu' on a 
(i= I, 2, ... ) 
pour tout X, y E E satisjaisant a d(x, y) ~c. 
3. Soit Xo un element arbitraire de E et posons 
Xn=TnXn-1, n= I, 2, .... 
Il existe alors un indice N(xo) tel qu'on a 
d(Tn+kXn, Xn)~O pour n;;;;;.N(xo); k= I, 2, .... 
Proposition: la suite {xn} converge au sens d(la convergence metrique; 
si yo E E est la limite, on a, aussi au sens de la convergence metrique, 
Demonstration. On peut suivre la voie de M. Luxemburg. On a 
d(XN+2, XN+1)=d(TN+2XN+1, TN+lXN)= 
=d(TN+2TN+1XN, TN+1XN)=d(TN+1TN+2XN, TN+1XN)~ 
~ed(TN+2XN, XN)~e0. 
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Ensuite 
d(XN+3, XN+2) = d(T N+3XN+2, T N+2XN+I) = 
=d(TN+3TN+2XN+l, TN+2XN+I) =d(TN+2TN+3XN+!, TN+2XN+l):::;; 
:::;; 12d(TN+3XN+l, XN+I)= 
=ed(TN+lTN+3xN, TN+lxN):::;; 
:::;;1}2d(TN+3XN, XN):::;; 
::=;;e20. 
En general pour n ~ N 
d(Xn+!, Xn):::;; l}n-N 0. 
Il s'ensuit eomme chez L. pour n~N, l= 1, 2, ... , 
d( ) < n-N 1-elQ Xn, Xn+l =I} -1 - . 
-e 
Puisque 0 < e < 1, la suite {xnf est done une suite de Cauchy et, puisque 
E est suppose complet, il existe une limite yo E E: 
lim d(xn, Yo) = 0. 
n--+ oo 
Pour les valeurs suffisamment grandes de n on a 
d(xn, Yo) :::;;C. 
On en tire pour les valeurs suffisamment grandes de k 
d(Tkyo, Yo):::;; d(Tkyo, Xk) + d(xk, Yo)= 
= d(Tkyo, TkXk-1) + d(xk, yo):::;; 
:::;; l}d(yo, Xk-1) + d(Xk, yo), 
d'ou il suit 
lim d(Tkyo, Yo) = 0, 
lc~oo 
autrement dit 
lim Tkyo =yo. 
k--+ 00 
Posons la condition supplementaire suivante: 
4. Supposons que l' existence de y1 E E et Y2 E E tel qu' on a les relations 
lim Tky1 = Y1 
k->00 
entra~ne 
d(y1. y2) :::;;0. 
Alors on montre que Y1 = Y2· En effet on a 
O:::;;d(Tkyb Tky2):::;;ed(y1. y2), 
'd'ou il s'ensuit pour k-+ oo 
0:::;; d(y1. y2):::;; ed(yb y2), 
et done, puisque 0 < e < 1, 
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Remarques. De la meme fa<;on qu'on a montre dans le §I on peut 
generaliser le theon3me 2 aux espaces uniformes. En part.iculier il est 
valable dans les espaces localement convexes separes complets sur un 
corps value K. La valuation de K peut etre archimedienne ou non-
archimedienne. 
On reconnalt alors une certaine analogie avec le theoreme bien connu 
suivant de Markoff-Kakutani concernant les points fixes de certains 
ensembles de transformations affines [3]: "soient E un espace vectoriel 
topologique separe sur le corps R des nombres reels, Q un ensemble 
convexe compact non vide dans E, run ensemble d'applications lineaires 
affines de E dans lui-meme, deux a deux permutables, qui appliquent Q 
dans lui-meme et dont les restrictions a Q sont continues; alors il existe 
un point xo E Q tel que u(xo) = xo pour tout u E F". N otons que, dans ce 
theoreme, il s'agit des espaces lineaires sur R; la notion d'ensemble 
convexe, selon la definition usuelle, y est essentielle. II serait interessant 
de savoir si, comme les theoremes demontres dans ce qui precede, ce 
theoreme de Markoff-Kakutani reste vrai dans les espaces lineaires sur 
un corps value quelconque K. La definition des ensembles convexes dans 
ce cas general, que j'ai donnee anterieurement, pourrait etre utile dans 
I' etude de cette question [ 4]. 
§ 3. M. Luxemburg a applique son theoreme sur la theorie des 
equations differentielles. D'une fa<;on analogue on peut appliquer le 
theoreme, montre dans le paragraphe 2. 
Soient, pour n =I, 2, ... , .fn(t, x) une fonction reelle de t et x, definies 
et continues pour 
0< lt-tol :;;;a, lx-xol :;;;b (a, b > 0). 
Supposons que .fn(t, x) satisfont aux conditions suivantes: 
l.fn(t, x)l :;;;Mit-toiP, p>-I, M>O, 
it-tolr l.fn(t, Xl)-.fn(t, X2)l:::;; klx1-x2lq, q~ I, k> 0, 
n= I, 2, ... , 
ou Ies constantes p, q, r, lc, M satisfont aux relations 
q(I+p)-r=p, 
k(2M)q-1/(p+ I)q< I. 
Soit E l'espace des fonctions reelles continues X= cp(t), definies sur 
l'intervalle reel 
lt-tol :;;;c 
ou c est, comme chez L., une constante convenablement choisie, et 
satisfaisant aux conditions 
cp(to) = xo, 
lcp(t)-xol:::;; b pour lt-tol:::;; c. 
!Hi 
Definissons la metrique par 
Ce sont les memes conditions qu'a pose L. sauf que, dans notre cas, 
f(t, x) est remplace par une suite de fonctions fn(t, x). 
Prenons pour les applications Tn du theoreme 2 
t 
Tncp(t) = xo+ ffn(u, cp(u)) rlu. 
lo 
En prenant 
on montre de la meme fa11on que M.L. que ces applications satisfont 
aux conditions l et 3 du theoreme 2. Pour que la condition 2 soit satis-
fait.e, il fant imposer une condition nouvelle aux fonctions fn. On a 
t " 
TmTncp(t) =Xo+ Ifm(u,xo+ ffn(v,cp(v))rlv)du. 
fo to 
Il s'ensuit la condition (A) 
t 11, t u 
Ifm(u, xo+ ffn(v, cp(v)) dv) du = ffn(u, Xo+ Ifm(v, cp(v)) dv) du 
to io fo fo 
qui doit etre verifiee pour n, m= l, 2, ... et tout cp E E. 
Si cette condition est verifiee il suit du theoreme 2 que, si cpo est un 
element quelconque de E, la suite 
f{!n(t)=Tnf[!n-I(t), n= l, 2, ... , 
converge au sens de la metrique vers une fonction 1p(t) E E telle qu'on a, 
aussi au sens de la convergence metrique, 
t 
lim [xo+ I fn(u, 1p(u)) du] = 1p(t). 
n->oo 10 
Puisque, d'apres la supposition, les fonctions fn sont continues, la 
condition (A), en posant Xo= 0, se reduit a 
t t 
fm(t, I fn(v, cp(v)) dv) = fn(t, I fm(v, cp(v)) dv) 
to to 
pour 
lt-tol ~a; cp E E; n, m= l, 2, .... 
Il existe des fonctions satisfaisant a cette condition. 
Ex em pI e. Prenons les fonctions 
fn(t, x)=tXnXf(t), n= l, 2, ... , 
ou {tXn} est une suite de constantes reelles. Il faut prendre f(t) et tXn d'une 
fa11on convenable afin que les conditions, imposees a fn(t, x) dans· ce 
qui precede, soient satisfaite; prenons Xo = 0. Ceci est evidemment possible. 
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On verifie que les applications, formees avec ces fonctions, sont permu-
tables. 
Le theoreme 2 montre alors que, en partant d'une fonction cpo E E, 
il existe une fonction 1p(t) E E, qui depend evidemment de f(t) et {1Xn}, 
telle qu'on a au sens de la convergence metrique 
t 
lim f 1Xn f(u) 1p(u) du = 1p(t). 
n.....-+oo t0 
Puisque, comme L. a remarque, la convergence metrique entraine la 
convergence uniforme, cette limite existe aussi au sens de cette derniere 
convergence, c'est a dire au sens de la metrique 
dr(cpb cp2)=sup (cpr(t)-cp2(t)l; lt-tol;;:;c. 
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